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摘 要： 本文研究在设定区间具有极低自相关幅值的相位编码波形设计方法，可用于雷达、声呐和通信系统进

行干扰抑制和信号同步等．提出了一种基于功率谱逼近的波形设计算法．根据自相关与功率谱的傅立叶变换对关系，
将自相关设计指标转换为功率谱设计指标；利用时、频域交替变换投影方法，且在迭代过程中动态构造理想序列功率

谱，使设计波形的功率谱逐步逼近理想波形的功率谱，最终实现所期望的波形．与通用的非线性规划相比，该算法无需
计算导数，内存消耗小，且迭代过程可由ＦＦＴ高效实现．
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１ 引言

随着无线设备面临的环境日益复杂，设计具有低相

关旁瓣的波形正成为研究热点［１～４］．在雷达、声呐和通
信的一些应用中，只要求发射信号在自相关主瓣附近具

有较低的旁瓣，而不限制远离主瓣的旁瓣，这类波形也

称为零自相关区波形［５～７］．相比传统的波形设计方
法［８］，由于不必抑制全部旁瓣，目标函数的约束项大为

减少，使设计算法输出的波形在指定的自相关区间内具

有极低的旁瓣．文献［９］提出的ＣＡＰ和ＷｅＣＡＮ算法可设
计这类波形．其中ＣＡＰ需要进行矩阵的奇异值分解，因
此设计长序列时受到内存的制约．ＷｅＣＡＮ则采用了功
率谱逼近的思想，在优化中使用交替投影的方法，相比

基于导数的优化方法，收敛速度较慢．

本文根据非周期自相关与功率谱的傅立叶变换对

关系，提出一种设计零自相关区波形的方法．通过定义
具有恒模特性的波形集合和具有理想自相关的波形集

合，使用交替投影进行求解．投影过程只涉及傅立叶变
换和向量元素的操作，无需矩阵分解，内存消耗小，可设

计长序列．同时，不必计算目标函数的导数，实现简单．
与具有类似思想的 ＷｅＣＡＮ相比，设计较短序列时收敛
速度更快．

２ 问题描述

恒模序列作为发射波形可最大化发射脉冲的能

量［１０～１２］．恒模相位编码波形的离散基带形式为：
ｓ＝［ｓ１ ｓ２ … ｓＮ］Ｔ （１）

ｓｎ＝ｅｘｐｊψ( )ｎ ，ψｎ∈［０，２π），ｎ＝１，…，Ｎ （２）
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其中（·）Ｔ为转置．定义自相关向量：
ａ＝［ａ０ａ１… ａＮ－１０ａ－Ｎ＋１ａ－Ｎ＋２… ａ－１］Ｔ （３）

其中

ａｎ＝
ｓＨＵｎｓ， ｎ＝０…Ｎ－１

ａ－ｎ， ｎ{ ＜０
（４）

Ｕｎ＝
０ Ｎ－( )ｎ ×ｎ ＩＮ－( )ｎ × Ｎ－( )ｎ

０ｎ×ｎ ０ｎ× Ｎ－( )
( )

ｎ Ｎ×Ｎ

（５）

（·）和（·）Ｈ分别为复共轭和共轭转置．令珓ｓ为一理想
零自相关区波形，其自相关向量为珘ａ，具有如下特性

珘ａｎ＝０，ｎ∈Ｑ（Ｗ） （６）
其中 Ｗ为零自相关区宽度，Ｑ（Ｗ）＝［－Ｗ，－１］∪［１，
Ｗ］．定义目标函数：

Ｊ（ｓ）＝珘ａ－

 

ａ２ （７）
其中‖·‖为２范数．令 Ｆ表示２Ｎ×２Ｎ单位离散傅里
叶变换（ＤＦＴ）矩阵，即 ＦＨＦ＝Ｉ２Ｎ×２Ｎ，由于 Ｆ是等距线
性算子，式（７）可表示成

Ｊ（ｓ）＝ Ｆ珘ａ－

 

Ｆａ２ （８）
自相关的 ＤＦＴ可视为离散波形功率谱，令 ｐ＝Ｆａ，珘ｐ＝

Ｆ珘ａ分别表示设计波形和理想波形的功率谱向量，由
ＤＦＴ的性质，ｐ也可分解为

ｐ＝Ｆｘ⊙（Ｆｘ） （９）
其中⊙为Ｈａｄａｍａｒｄ积，ｘ为ｓ的补零向量

ｘ＝ ｓ１ｓ２…ｓＮ０…[ ]

     

０
２Ｎ

Ｔ （１０）

令

珘ｐ＝珓ｆ⊙珓ｆ （１１）
则波形设计可转化为数学优化问题：

ｍｉｎ
ｓ
珓ｆ⊙珓ｆ－Ｆｘ⊙( )Ｆｘ

 

 ２ （１２）

当设计波形和理想波形具有完全相同的功率谱时，式

（１２）取得最小值０．由单位离散傅里叶变换矩阵 Ｆ的逆
矩阵 Ｆ－１＝ＦＨ定义频域到时域的变换，有

ｘ＝ＦＨ珓ｆ （１３）
然而，从计算的角度看，式（１１）对珘ｐ的拆分并不唯一，
式（１３）无法实现．从频域的角度看，任意形式的相位谱

均能满足频域的要求，只需满足｜（珓ｆ）ｎ｜＝ （ｐ
～
）槡 ｎ，其中

（·）ｎ为向量的第ｎ个元素，｜·｜表示复数的模．但是从
时域的约束出发，如果随意选择相位谱，式（１３）得到的
波形无法保证恒模．

３ 波形设计

通过第２节的分析，设计问题最终转化为相位提取
问题［１３］：搜索同时具有设定的时域包络和设定的傅里

叶变换幅度的序列［１４，１５］．尽管不能得到最优波形的解
析式，但利用类似交替投影的迭代算法可以最终确定

向量珓ｆ的相位，使由式（１３）设计得到的波形序列能够满

足时域的约束，同时具有接近理想的自相关形状．
３１ 功率谱逼近法

首先，分别定义时域和频域约束的两个集合：

Ａ＝ ｘ∈ＣＣ２Ｎ×１：ｘ⊙ｘ－

 
ｖ∞{ }＝０ （１４）

Ｂ＝ ｙ∈ＣＣ２Ｎ×１：（ｙ）ｎ＝ （ｐ
～
）槡 ｎ，ｎ＝１…２{ }Ｎ （１５）

其中‖·‖∞为∞范数，ＣＣ２Ｎ×１为２Ｎ 槡维复向量空间，·为

按元素求算术平方根．定义任意向量 ｘ与集合 Ｓ的距离
ｄ（ｘ，Ｓ）＝ｉｎｆ

ｓ∈Ｓ
ｄ（ｘ，ｓ） （１６）

其中

ｄ（ｘ，ｓ）＝ ｘ－

 

ｓ （１７）
ｉｎｆ为下确界．为各集合定义相应的投影算子

Ｐｒｏｊｏ（ｘ）＝ａｒｇｍｉｎ
ａ∈Ａ
ｄ（ｘ，ａ）＝ｖ⊙ｅｘｐ（ｊ∠ｘ） （１８）

ＰｒｏｊＩ（ｙ）＝ａｒｇｍｉｎ
ｂ∈Ｂ
ｄ（ｙ，ｂ）＝珘槡ｐ⊙ｅｘｐ（ｊ∠ｙ）（１９）

Ｐｒｏｊｏ和ＰｒｏｊＩ分别为时域和频域的投影算子，ｅｘｐ，∠分
别代表按元素求 ｅ指数和幅角主值；ｖ为波形包络向
量，对 Ｎ点恒模波形，ｖ定义为

ｖ＝［１ … { １
Ｎ

０ … { ０
Ｎ

］Ｔ （２０）

迭代功率谱逼近算法总结如下：

１：ｋ＝０，选择初始序列 ｘ０
２：ｆｋ＝ＰｒｏｊＩ（Ｆｘｋ）
３：ｘｋ＋１＝Ｐｒｏｊｏ（ＦＨｆｋ）
４：ｋ＝ｋ＋１
５：回步骤２，直至‖ｘｋ－ｘｋ－１‖＜ε
６：取出 ｘｋ的前Ｎ个元素作为最终设计波形
对于初始序列 ｘ０的选取，一种简单有效的方法是

使用 ｖ⊙ｅｘｐ（ｊψ０）作为 ｘ０
［９］，其中ψ０的各元素在［０，

２π）服从均匀分布．上述算法与文献［９］中提出的 ＣＡＮ
类似，均通过使设计波形的功率谱去逼近指定的功率

谱来获得期望的自相关特性．与 ＣＡＮ不同的是，该算法
根据指定的自相关约束，利用自相关与功率谱的傅立

叶变换对关系将时域设计目标转换为频域设计目标．
通过令设计波形的功率谱逼近指定的功率谱而非白色

谱，实现对零自相关区的抑制．这里将该算法命名为 Ｉ
ＣＡＮ（ＩｍｐｒｏｖｅｄＣＡＮ）．由于并不限定具体的理想功率谱
构造方法，ＩＣＡＮ实际上是一种算法框架．
３２ 理想功率谱的构造

作为一种算法框架，ＩＣＡＮ可以和不同的理想功率
谱构造算法结合，得到相应的波形设计方法．最简单的
构造法为直接置零法，通过将已有序列（如线性调频）

的自相关的采样点置零，并进行傅立叶变换得到理想

功率谱．然而，这种方式构造的自相关往往是无法实现
的，其傅立叶变换会包含负值，与功率谱采样为非负实

数这一事实相矛盾．
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这里利用加权积分旁瓣电平（ＷＩＳＬ），导出一种有
效的功率谱构造算法．该算法每次迭代都需要更新投
影算子，故称其为动态构造法．ＷＩＳＬ定义为

ＷＩＳＬ＝∑
Ｎ－１

ｎ＝１
γ
２
ｎ ａｎ

２ （２１）

令γｎ∈｛０，１｝，得到０－１ＷＩＳＬ

ＷＩＳＬ０，{ }１ ＝∑
ｎ∈Ｑ（Ｗ）

ａｎ ２ （２２）

令理想自相关序列珘ａ具有如下形式

珘ａｎ＝
０， ｎ∈ ( )Ｑ Ｗ
ａｎ， ｎ ( ){ Ｑ Ｗ

（２３）

将其代入式（２２），有
ＷＩＳＬ０，{ }１ ＝珘ａ－

 

ａ２ （２４）
比较式（７）和式（２４）可发现，使用式（２３）的理想自相关构造
方法时，目标函数与０－１ＷＩＳＬ等价．动态构造法的具体
步骤为：在算法的第 ｋ次迭代过程中，由 ｘｋ计算 ａｋ：

ａｋ＝ＦＨ Ｆｘｋ⊙ Ｆｘ( )ｋ( ) （２５）
将其与蒙板向量 ｍ相乘，得到当前的理想自相关序列：

珘ａｋ＝ｍ⊙ａｋ （２６）
其中 ｍ定义为

ｍ＝［１０… {０
Ｗ

１… １０… {０
Ｗ

］Ｔ （２７）

由当前理想自相关序列珘ａｋ计算理想功率谱，并更新投
影算子

ＰｒｏｊｋＩ（ｙ）：＝ Ｆ珘ａ槡 ｋ⊙ｅｘｐ（ｊ∠ｙ） （２８）
用式（２８）给出的投影算子 ＰｒｏｊｋＩ（ｙ）替代算法中所使用
的ＰｒｏｊＩ（ｙ），即可得到 ＩＣＡＮ的一种具体实现．

４ 数值仿真

仿真１ 为验证算法的性能，仿真中采用了文献

［９］中自相关幅值电平（ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｌｅｖｅｌ）的定义：

ＡＣＬ＝２０ｌｏｇ１０
ａｋ
ａ０
（ｄＢ），ｋ＝１，…，Ｎ－１ （２９）

波形序列码元个数 Ｎ＝１５０，抑制区间为［－Ｗ，－１］∪
［１，Ｗ］，其中 Ｗ∈［１，７０］．图 １绘制了 Ｗ取不同值时，
设计波形零自相关区间内所有样本的平均值；同时将

直接置零法和动态构造法分别与 ＩＣＡＮ结合的波形设
计结果进行了比较．其中，对于每种不同的 Ｗ取值，使
用随机初始向量进行了１００次试验．算法的最大迭代次
数限制为１０４．从图１可看出，当 ＩＣＡＮ与动态构造法结
合且 Ｗ＜５０时，设计波形零自相关区内的旁瓣深度均
可达－３００ｄＢ以下．Ｗ＞５０时，区间内的旁瓣深度呈明
显上升趋势．对于区间宽度较大的场合，可使用本文方
法设计的结果作为通用非线性规划算法的初始向量．
相比直接置零法，动态构造法更为高效，因此后续的仿

真都采用动态构造法．

图２（ａ）所示为 Ｗ＝６５时算法经３５１２１次迭代所得
到的设计波形自相关幅值．对于所使用的计算平台：Ｉｎｔｅｌ
Ｃｏｒｅｉ３－２１００，２ＧＢＲＡＭ，３２位Ｗｉｎｄｏｗｓ７，Ｍａｔｌａｂ８０，该设
计实例计算时间为６６３ｓ．图２（ｂ）给出了一个长序列设
计实例．与具有类似性能的 ＣＡＰ算法［９］相比，本文的方
法不需要奇异值分解，消耗的内存只与波形的长度 Ｎ呈
线性关系，适合设计长序列波形．仿真中，设计波形的长
度为１００００点，零相关区间为［１，２０００］．该设计实例使用
了与仿真１相同的软硬件平台，消耗时间为３５７ｓ．

仿真 ２ 与 ＷｅＣＡＮ算法［９］比较．表 １给出了本文
算法与ＷｅＣＡＮ在计算时间与旁瓣深度的比较结果，该
仿真所使用的计算平台与仿真１中一致．由于限制 Ｗｅ
ＣＡＮ和本文算法的最大迭代次数为１０５，因此ＷｅＣＡＮ未
达到文献［９］的仿真效果．从表１可以看出，本文所提的
零相关区波形设计算法的计算速度和旁瓣深度都优于

ＷｅＣＡＮ算法．
表１ 本文算法与ＷｅＣＡＮ的性能比较

抑制区间 ［１，１０］ ［１，３０］ ［１，５０］

设计算法 ＷｅＣＡＮ本文算法 ＷｅＣＡＮ本文算法 ＷｅＣＡＮ本文算法

时间

消耗（ｓ）
３５５．４６ ０．０９ ３５４．９０ ０．１５ ３５４．９３ ０．９１

旁瓣

深度（ｄＢ）
－１２１．８１－３２０．０２－７０．０２－３１５．３９－５５．５５７８－３０３．３１
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５ 结论

本文提出了一种相位编码波形设计方法，可以产

生具有指定零自相关区的波形．算法迭代过程中只涉
及ＤＦＴ和投影运算，计算机内存的消耗与波形长度 Ｎ
呈线性关系，因此可以用于设计长序列波形．算法在 Ｗ
＜Ｎ／２时，可以给出令人满意的结果．计算机仿真表
明，对于不太长的波形序列（如 Ｎ＝１５０），平均零自相关
幅值达到了 －２５０ｄＢ以下；对于较长的波形序列（Ｎ＝
１０４），平均零自相关幅值可达到－１００ｄＢ以下．
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